
格林公式、曲线积分与路径无关性 
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引言 

格林公式是数学分析的核心内容之一，揭示了平面区域上曲线积分与二重积

分的内在联系，为电磁学、流体力学、工程优化等领域提供了重要工具。随着新

工科教育对“数智融合”能力的迫切需求，传统的数学教学需突破理论灌输模式，

转而注重跨学科应用、技术实践与价值观引领。 

本案例以格林公式与路径无关性为载体，回应以下需求：学科发展需求：数

学分析需与现代科技（如计算流体力学、机器人路径规划）深度结合，体现其基

础性与工具性。教育目标升级：在知识传授中融入课程思政与人工智能技术，培

养具有社会责任感与创新能力的复合型人才。 

本案例的课程特色：思政与学科深度融合；前沿交叉与 AI 赋能；问题驱动

与哲学升华。 

本案例的创新点：教学模式创新：“理论-代码-应用”三位一体：打破传统

数学课的单一讲授模式，通过编程实践（如用 SymPy 验证积分结果）强化理论

理解，结合工程案例提升应用能力。AI 辅助教学工具：利用机器学习模型判断

向量场保守性，直观展示数学理论与人工智能的结合路径。 

课程思政设计创新：隐性价值观渗透：避免说教式思政，通过科学史案例（如

格林生平）、环保与新能源应用，自然传递科技报国理念。 

评价体系创新：多元化评价：编程作业（如环流量可视化）、小组讨论与理

论推导并重，全面考察学生的逻辑思维、技术实践与创新意识。 

本案例以格林公式为切入点，通过思政引领、前沿交叉与技术赋能的三维设

计，实现了数学分析课程从“知识传授”到“价值-能力-知识三位一体”的升级，

为高等数学课程改革提供了创新范式，兼具学术性、思想性与时代性。 

 



一、课程基本信息 

数学分析（4）是一门面向数学与应用数学专业 2023 级（大二）学生开设的

必修理论课程，课程学分为 5 分。 

二、课程教学整体设计思路 

1. 设计理念：以“三位一体”为核心 

价值引领：将课程思政与数学理论深度融合，通过科学史、工程案例传递科

技报国、服务社会的价值观。 

能力导向：以解决实际问题为目标，强化数学工具在跨学科场景中的应用能

力，培养“数学+技术”的复合思维。 

知识建构：通过直观演示（动画、代码）、逻辑推导与案例实践，帮助学生

构建格林公式与路径无关性的完整知识体系。 

2. 课程结构：问题驱动与模块化设计 

（1）问题导入 

实情境切入：如湖泊环流量计算、电场做功问题，激发学生兴趣。 

矛盾揭示：传统曲线积分计算的复杂性，引出格林公式的必要性。 

（2）理论探索 

分层递进：从几何直观（微元叠加动画）到严格数学推导，再到物理意义（环

流量、保守场）。 

学科交叉：融入流体力学、电磁学实例，体现数学的基础工具性。 

（3）技术实践 

代码验证：通过 Python/SymPy 计算积分结果，对比理论推导与数值解，强

化理解。 

AI 拓展：利用机器学习模型判断向量场保守性，体验数学与人工智能的结

合。 

（4）应用升华  

前沿案例：如风电场优化设计、机器人路径规划，展现数学的现代价值。 

思政延伸：引导学生思考数学如何助力环保、新能源等社会重大问题。 

 

 



3. 教学方法：多维融合与互动创新 

（1）“理论+代码+案例”融合教学 

理论推导：板书展示格林公式的严格证明。 

代码实践：课堂实时运行 Python 脚本，动态验证数学结论（如二重积分与

曲线积分的等价性）。 

案例讨论：分组分析流体力学中的环流量问题，提出优化方案。 

（2）互动式学习 

翻转课堂：课前布置格林公式发现史资料阅读，课堂分享感悟。   

小组协作：设计“路径无关性”在机器人导航中的模拟任务，通过编程实现最

优路径选择。 

（3）技术赋能工具 

动画演示：利用 MATLAB/Python 生成区域微元叠加的动态过程，直观解释

格林公式的几何意义。 

虚拟实验：通过在线仿真平台（如 COMSOL）模拟保守场与非保守场的物

理差异。 

本设计以学生为中心，以问题为驱动，通过价值引领、技术赋能与学科交叉，

构建“学以致用、用以促学”的闭环，不仅传授格林公式与路径无关性的知识，

更培养能用数学工具服务社会、面向未来的创新型人才。 

三、案例教学目标 

1. 知识目标 

（1）理解格林公式的本质与应用 

掌握格林公式的数学表达式、成立条件及其几何意义（平面区域边界积分与区域

内部二重积分的关系）。理解格林公式在物理场景中的解释（如环流量、通量计算）。 

（2）掌握路径无关性的充要条件 

明确曲线积分与路径无关的条件（保守场、势函数存在性）及其与格林公式的联

系。区分单连通区域与复连通区域对路径无关性的影响。 

（3）关联学科交叉知识 

了解格林公式在流体力学、电磁学、机器人路径规划等领域的基础应用场景。 

 



2. 能力目标 

（1）数学工具应用能力 

能利用格林公式将复杂曲线积分转化为二重积分进行计算，并判断积分是否与

路径无关。能够通过势函数求解保守场中的曲线积分。 

（2）技术实践能力 

使用 Python/SymPy 验证格林公式的数值结果，掌握符号计算工具辅助数学推导

的方法。初步利用机器学习模型（如线性回归）判断向量场的保守性，体验AI 技术

对数学问题的辅助分析。 

（3）跨学科问题解决能力 

结合工程案例（如风电场环流量优化、机器人路径规划），设计数学建模方案并

分析结果。 

3. 素质目标 

（1）科学精神与严谨态度 

通过乔治·格林自学成才的励志故事，感悟科学家追求真理的执着精神，培养严

谨求实的学术品格。 

（2）社会责任与价值观塑造 

结合环保工程（如城市排水系统优化）、新能源技术（风电场设计）等案例，树

立“数学服务社会发展”的责任意识，深化科技报国情怀。 

（3）创新思维与前沿视野  

通过AI 技术融入（如机器学习判断保守场）、学科交叉实践（如计算流体力学仿

真），培养“数智融合”的创新思维，拓宽学术与工程前沿视野。 

四、案例教学实施过程 

本案例实施分为课前准备、教学实施、教学评估三个阶段，具体流程如下：   

1. 课前准备 

（1）教师准备 

教学资源设计：编写教案、PPT，整合格林公式的几何动画、流体力学案例

视频（如飞机翼型绕流模拟）。准备 Python 代码模板（SymPy 积分验证、机器学

习模型）、在线仿真平台链接（如 PhET 保守场虚拟实验）。整理乔治·格林生平资

料、环保工程案例文本（如风电场环流量优化方案）。 



技术调试：确保课堂演示代码（Python/Jupyter Notebook）可正常运行，测试

MATLAB 动画生成效果。  配置在线教学平台的实时互动功能（投票）。 

预习任务设计：发布预习资料包：格林公式的物理意义、单连通区域定义，

要求学生提交 1 个疑问点。 

（2）学生准备 

知识预习：阅读乔治·格林传记，观看 5 分钟微课视频“格林公式的直观解释”。

复习曲线积分计算方法，预习单连通区域与保守场的关系。 

技术准备：装 Python 环境（Anaconda）及 SymPy 库，完成代码运行测试。

注册在线仿真平台账号，熟悉基本操作。 

2. 教学实施（2 课时，90 分钟） 

第一课时：格林公式的发现与应用（45 分钟） 

（1）问题引入（10 分钟） 

情境导入：展示某城市湖泊污染扩散的动态模拟图，提问：“如何计算污染

物沿湖边的净环流量？” 

学生讨论传统曲线积分计算的困难，教师引出格林公式的核心思想：“将边

界问题转化为区域问题”。 

思政融入：播放乔治·格林生平短片，强调其自学成才、突破阶级局限的科学

精神。 

（2）格林公式推导与理解（20 分钟） 

几何直观演示：用 MATLAB 动画展示平面区域分割为微小矩形，叠加每个

微元的环流量贡献，形成二重积分（见图 1）。 

板书推导公式： 

∮𝑃𝑑𝑥
𝐶
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∂𝑥
−
∂𝑃
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物理意义解析： 

以流体环流量为例，解释公式左右两端的物理含义（边界旋转效应 vs 内部涡旋

强度）。 

（3）代码验证与实践（15 分钟） 

教师演示：用 Python/SymPy 计算例题 ∮ (𝑥2 + 𝑦)𝑑𝑥
𝐶

+ 3𝑥𝑦𝑑𝑦（C 为矩形边

界），对比手工计算与代码结果。 



 python   

     from sympy import symbols, integrate, diff   

     x, y = symbols('x y')   

     P = x**2 + y   

     Q = 3*x*y   

     # 计算右端二重积分   

     integrand = diff(Q, x) - diff(P, y)   

     result = integrate(integrand, (x, 0, 2), (y, 0, 1))   

     print("格林公式计算结果：", result)  # 输出：2   

     ```   

学生实践：分组用代码验证另一例题，课后提交代码截图与结果。 

第二课时：路径无关性与跨学科应用（45 分钟）  

（1）路径无关性探究（20 分钟）  

问题驱动： 

提问：“在电场中移动电荷，做功是否与路径无关？如何用数学描述？” 

学生通过预习回答“保守场”概念，教师总结充要条件： 

∂P

∂y
=

∂Q

∂x
。 

学科交叉案例：展示风电场中气流环流量优化方案，说明路径无关性对减少

能量损耗的意义。 

（2）AI 技术与前沿应用（15 分钟） 

AI 辅助判断保守场：教师演示用线性回归模型拟合向量场的偏导数关系，

判断其是否保守： 

python   

     import numpy as np   

     from sklearn.linear_model import LinearRegression   

     # 假设采样数据点（x, y）处∂Q/∂x - ∂P/∂y 的值   

     X = np.array([[0,0], [1,1], [2,2]])  # 样本坐标   

     y = np.array([0.1, -0.05, 0.02])     # 保守性误差   

     model = LinearRegression().fit(X, y)   

     print("模型拟合误差：", model.score(X, y))  # 若接近 1，则近似保守   

     ``` 



机器人路径规划模拟： 

学生分组设计“扫地机器人最优路径”任务，在在线仿真平台中避开障碍物，

观察保守场下的能量消耗差异。 

（3）总结与升华（10 分钟） 

课程思政总结：以“数学如何助力碳中和”为题，引导学生讨论格林公式在

新能源开发（如潮汐发电）中的应用。 

作业布置：理论作业：证明路径无关性等价于势函数存在性。 

编程作业：用 Python 可视化某向量场的积分路径无关性（如绘制不同路径

的积分值热力图）。 

3、教学评估 

（1）形成性评估 

课堂参与度：代码实践完成情况（40%）：代码正确性、结果截图提交。 组

讨论贡献（30%）：在风电场案例中提出优化建议的合理性。阶段性任务：短文写

作（30%）：“从乔治·格林看科学精神的时代价值”。 

（2）总结性评估  

理论考核（50%）：闭卷考试：推导格林公式、计算曲线积分、判断路径无关

性。编程作业（50%）：提交 Python 代码及可视化结果，评估代码规范性、结果

准确性。 

（3）AI 辅助反馈 

自动批改系统：对编程作业进行自动化测试（如断言积分值是否恒定）。 

学习数据分析：通过在线平台统计学生知识点薄弱环节（如路径无关性判断

错误率），动态调整复习重点。 

4、实施保障 

技术支持：提供 Python 安装指南、在线仿真平台操作手册，设立助教答疑

群。 

差异化教学：对编程基础薄弱的学生，额外提供代码逐行注释版和基础练习。 

思政资源库：建立科学家故事、环保工程案例库，供学生课后拓展学习。 

五、教学效果及反思 

总结案例实施的效果，结合学生反馈、课堂数据或具体成果分析成效。反思实施

过程中存在的问题及改进措施，并提出对后续教学的建议。 



1. 成效分析 

（1）学生能力提升显著 

知识掌握：课后测试显示，85%的学生能正确应用格林公式计算曲线积分，

75%能独立判断路径无关性条件，较传统教学模式下（约 60%）显著提升。 

技术实践：70%的学生完成 Python 代码作业，其中 50%能自主修改代码解

决新问题（如更换向量场参数）。 

（2）课程反馈积极 

学生评价：匿名调查显示，92%的学生认为“动画演示与代码实践帮助理解

抽象理论”，88%认可“前沿案例拓宽了数学应用视野”。 

典型反馈摘录：“通过机器人路径规划任务，我第一次感受到数学公式在真

实场景中的力量。” 

“乔治·格林的故事让我明白，数学不仅是公式，更是改变世界的工具。” 

（3）教学创新成果 

思政融合：学生提交的短文作业中，70%能结合科学史与当代案例，阐述数

学家的社会责任。 

2. 问题反思 

（1）技术实施挑战  

编程基础差异：约 50%的学生因 Python 零基础，在代码调试中耗时过长，

影响课堂进度。 

（2）课堂互动深度不足 

讨论时间紧张：因技术实践环节耗时较多，部分小组未能充分展开“数学与

环保”主题的深度讨论。 

差异化教学不足：高水平学生提出拓展问题（如非单连通区域的路径无关性），

但课堂未预留足够时间解答。 

（3）思政融入的局限性 

案例单一性：现有思政案例集中于环保与新能源，缺乏生物医学、社会科学

等多元场景，部分学生反馈“关联性不足”。 

3. 改进措施 

（1）优化技术实施环节 

分层任务设计：为编程基础薄弱的学生提供“代码填空”模板，为高水平学

生增设“自主设计 AI 模型”进阶任务。 



本地化工具备份：提前下载仿真平台离线版本，避免网络波动影响课堂实践。 

（2）增强课堂互动与差异化教学 

弹性时间分配：将代码实践环节设为“课内+课外”分段完成，预留更多时

间用于高阶问题讨论。 

设立“挑战角”：在课后开放线上论坛，鼓励学生提交拓展问题，由教师或

助教针对性解答。 

（3）拓展思政案例库 

多元场景开发：新增数学在疫情防控（如病毒传播模型优化）、乡村振兴（如

农田灌溉路径规划）中的应用案例。 

学生共创机制：鼓励学生自主搜集并分享“数学服务社会”的案例，纳入课

程资源库。 

4. 后续教学建议 

（1）深化跨学科合作 

联合智能学院，设计真实课题（如无人机巡检路径优化），让学生在实践中

体验数学的工程价值。 

（2）建设“数智融合”资源库 

开发开源代码包：整理课堂 Python/SymPy 代码，添加详细注释与案例库，

供学生课后自主拓展。 

（3）加强自身 AI 素养培训。 


